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Resumo — Este artigo tem por objetivo apresentar uma simulagéo da estimativa dos
parametros das habilidades (0) de individuos sujeitos a um teste, utilizando o
método da Teoria da Resposta ao ltem (TRI). Para isso, foi feito uma anadlise
bayesiana, onde utilizou-se o método Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC),
implementado em linguagem R de programacédo e utilizando o recurso do
OpenBUGS implementado nas bibliotecas R2WinBUGS e BRUGS. O desempenho
do estimador bayesiano das habilidades foi avaliado comparando as estimativas
com as habilidades reais utilizadas nas simulacbes dos testes. Apresenta-se
também, conceitos basicos sobre TRI, sendo este um novo método de avaliacéo

educacional e com aplicagbes em varias areas do conhecimento.
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Abstract — This article presents a simulation study for the estimation of ability
measurements (0) of individuals subjected to a test designed according to the
methodology of Iltem Response Theory (IRT). We used a bayesian approach and the
Markov Chain Monte Carlo (MCMC) procedure to obtain the simulated posterior
samples via OpenBUGS. The procedure was implemented in the R language and
used the R2WinBUGS and BRUGS libraries. The performance of the Bayes
estimator for individual abilities was evaluated by comparison with the corresponding
true values which were used to simulate the test result data. The method performs
well in terms of coverage by be posterior credibility sets. Basic notions about IRT as
a new method to grade education tests, and possible other applications for the

methods are also included.

Key words: Bayesian inference, Markov Chain Monte Carlo, OpenBUGS, ltem

Response Theory.

INTRODUCAO

Instrumentos de avaliagdo sao utilizados para avaliar o aprendizado dos alunos
em escolas, universidades, em avaliacbes nacionais como ENEM, SAEB, etc. Uma
metodologia de avaliagdo usada ha muito tempo é a Teoria Classica de Medidas
(TCM), que nédo leva em considerac¢ao a habilidade do individuo, apenas verifica 0
seu escore final. Assim, ndo é possivel fazer comparacoes entre séries diferentes ou
de um ano para outro. Em contraste, a Teoria da Resposta ao Item (TRI), que ainda
€ recente no Brasil, e que serd abordada neste artigo, se propde a medir a
habilidade dos individuos. Desta maneira, e sob algumas restricbes, este novo
método permite fazer comparacbes entre individuos que forem submetidos a
diferentes provas. Porém, para que seja feito tais comparagdes é preciso que as
estimativas estejam todas na mesma escala métrica das habilidades.

A literatura apresenta alguns modelos de TRI, que se diferenciam pelo numero
de parametros envolvidos. O modelo de um parametro envolve apenas a dificuldade
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(b), 0 modelo de dois parémetros envolve a dificuldade (b) e a discriminacéo (a) e o
modelo de trés parametros envolve a dificuldade (b), a discriminacao (a) e a
probabilidade de acerto ao acaso (¢). Em todos os modelos a habilidade ou
proficiéncia dos individuos é representada por 6.

O objetivo é estimar as habilidades dos individuos, considerando conhecidos
0s parametros a, b e ¢ dos diferentes itens que compde o teste. Fez-se a inferéncia
das habilidades com enfoque bayesiano utilizando o ambiente R [10] para efetuar os
calculos estatisticos via software OpenBugs [12] e utilizando o método de Monte
Carlo via Cadeias de Markov (MCMC).

Além da sua utilidade para a analise do desempenho escolar, a TRI também
tem aplicabilidade em outras areas do conhecimento como a avaliacéo de qualidade
de vida de idosos, no desenvolvimento e validagcdo de instrumentos em saude
mental, avaliacdo da usabilidade de sites de comércio eletrénico, entre outras.

A referéncia [1] apresenta uma proposta do uso de modelos da Teoria da
Resposta ao Iltem (TRI) na analise de construtos, elaborados para medir a Gestéao
pela Qualidade Total (GQT) como uma alternativa & Teoria Classica de Medida. E
apresentado o modelo logistico de trés parametros, assim como as interpretacdes
dos parametros do modelo. Os resultados mostram que a TRI pode ser uma
poderosa ferramenta na andlise das praticas da GQT e da maturidade
organizacional, dentro da filosofia da qualidade. O recurso computacional utilizado
na analise desta pesquisa foi o programa BILOG.

Em [7], introduz-se a Teoria da Resposta ao Item (TRI) em sua forma usual, de
um unico grupo e para grupos multiplos, e explica como a TRI para grupos multiplos
esta sendo utilizada no Sistema Nacional de Avaliacdo da Educagéo Basica (SAEB)
para a calibracdo dos itens e para a obtenc&o de uma escala unica. A estimagao dos
parametros € feita pelo método de maxima verossimilhanga marginal. J& em [5],
podera ser encontrado um capitulo sobre a estimativa bayesiana utilizando o método
MCMC, com respectivas aplicacoes.

A seguir, apresentam-se alguns conceitos basicos sobre TRI de acordo com a
literatura e, por intermédio de um estudo simulado, verifica-se se as habilidades
estimadas reproduzem satisfatoriamente os valores reais sob o0s quais foram

gerados.
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MATERIAL E METODOS

A metodologia da Teoria da Resposta ao ltem (TRI) utiliza-se de modelos
estatisticos que representam a relacdo entre a probabilidade de um individuo dar
certa resposta a um item e seus tracos latentes na area de conhecimento avaliada
[2], levando em consideracao que o0s escores nao dependerdo da dificuldade do
teste para estimar a habilidade. Uma caracteristica relevante da TRl é a
possibilidade para comparar populagbes distintas, desde que os parédmetros dos
itens estejam na mesma escala métrica da habilidade (8).

Na teoria classica de medidas (TCM), as analises sao feitas com a soma dos
escores do conjunto de itens como um todo. Na TRI, o interesse principal esta na
resposta, afirmativa ou ndo, que um respondente obtém para cada item, € ndo no
escore bruto [4].

Dos modelos existentes na literatura, o que sera utilizado neste artigo é o
modelo logistico de trés parametros (ML3), que tem resposta dicotbmica, envolve
apenas uma populacéo e mede um unico tracgo latente/habilidade para individuos.

Os trés parametros sédo item-dependentes, caracterizando o seu grau de
dificuldade (b), a discriminacdo (a) e a probabilidade de acerto ao acaso (c). A
habilidade dos individuos é representada por 6.

A escolha do modelo ML3 deve-se ao fato dele ser o mais geral, entre os
modelos dicotdmicos para testes de multipla-escolha. Sua formulacéo é dada por,

1

~Da; (6,-b;)
e

P(Uij =1I49j)=cl. +(-c¢)
1+

comi=1,2,...,lej=1,2,.., n;onde:

Uj é uma variavel que assume os valores 0 ou 1, ou seja, um quando o individuo j
acerta o item ie zero quando o individuo j erra o item j;

6; é a habilidade ou trago latente do individuo j;

P(U;=116;) é a probabilidade do individuo j com habilidade 6; responder corretamente
oitemi;

b € o parametro de que representa a dificuldade do item i, medido na mesma escala
da habilidade. Quanto maior o seu valor, maior € a habilidade exigida do individuo

para responder corretamente determinado item;
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a; é o parametro que corresponde a discriminacdo (ou inclinagéo) do item J, onde
baixos valores indicam pouco poder de discriminacdo, ndo se espera que tenha
valor negativo;
¢ é o parametro do item que representa a probabilidade de acerto ao acaso, ou seja,
de individuos com baixa habilidade responderem corretamente o item i Pode
assumir valores entre zero e um;
D é um fator de escala, sendo ele constante e geralmente igual a um. Porém, para
uma aproximagéo da fungdo logistica a uma fun¢do ogiva normal, utiliza-se o valor
1,7.

A relacdo existente entre P(U; = 116;) e os parametros do modelo é mostrada
na FIGURA 1, que é chamada de Curva Caracteristica do ltem (CCl). Percebe-se a
partir do grafico que a CCl tem forma de “S” com inclinacdo e deslocamento na

escala de habilidade definidos pelos parametros do item [2].

Curva caracteristica do item - CCl

0.6
0.4 1

0.2 1

prob. de resposta correta

0.0 T T T T T T T
40 30 -20 -1.0 00 1.0 20 3.0 4.0

habilidade

Figura 1 Exemplo de uma curva caracteristica do item de um modelo logistico de trés parametros [2].

Observa-se na FIFURA 1 que o eixo das ordenadas representa a probabilidade
de acertar um item enquanto o eixo das abscissas indica o traco latente ou
habilidade dos individuos. Assim, quanto maior o valor da habilidade, maior sera sua
proficiéncia, sendo que a probabilidade de resposta correta aumenta a medida que a
habilidade do individuo aumenta. Desta forma, um individuo com habilidade superior
a trés tem probabilidade muito alta de acertar determinado item (acima de 80%), ja
um individuo com baixa habilidade (-3) tem probabilidade ¢ (de 20%) de acertar
determinado item. O acerto ao acaso pode ser observado a partir do ponto da curva
mais préximo ao eixo das abscissas.

Uma curva com mais inclinacdo representa discriminagdo alta (mudanca

pequena na habilidade resulta em mudanca acentuada na probabilidade de resposta
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correta), enquanto uma curva menos inclinada indica um item com baixa
discriminagao.

O parédmetro 6 pode assumir qualquer valor entre — < e + «. Desta forma,
precisa-se estabelecer uma origem e uma unidade de medida para a definicdo da
escala. Esses valores sdo escolhidos de modo a representar, respectivamente, o
valor médio (u«) e o desvio padréo (o) dos desempenhos dos individuos da

populagdo em estudo. Usualmente, utiliza-se a escala com média igual a zero e
desvio padrao igual a um [2].

Pode-se afirmar que um individuo com habilidade 1,3 na escala N(0,1) e que
tem uma habilidade de 1,3 desvios padrédo acima da média, apresenta um
conhecimento consideravelmente maior do conteudo em estudo do que um individuo
com habilidade -0,3, ou seja, 0,3 desvios padréo abaixo da média dessa mesma
populacédo. No grafico da CCI, espera-se que os valores dos parametros 6 e b
variem entre -3 e 3, isto €, entre trés desvios padréo acima e abaixo da média.

E chamado de vetor de resposta ao item do individuo j a lista de pontuacéo
gerada (com 1 para acerto e 0 para erro) para os / itens. Utiliza-se este vetor de
respostas e os ja conhecidos parametros dos itens a fim de estimar os parametros
das habilidades 6; [4].

Os métodos de maxima verossimilhangca comumente utilizados na estimacéo
das habilidades apresentam problemas com escores nulos e perfeitos (tanto para os
itens quanto para os individuos), e também com padrbes de resposta aberrantes
(individuos com habilidades elevadas que respondem incorretamente itens faceis, e
vice-versa) [3]. Portanto, procura-se nos métodos de estimacdo bayesiana melhoria
nas estimativas que apresentam estes problemas e, desta maneira, diminuir os
vicios das estimativas que podem trazer problemas no processo de equalizagdo, ou
seja, quando se coloca todos os parametros dos itens na mesma escala métrica
para efetuar comparacgdes. A falta de resposta a algum item ou respostas com mais
de uma alternativa, ndo séo levadas em consideragdo na estimacéo dos parametros.

Em sua conceituacédo geral, a estimacdo bayesiana consiste em estabelecer
distribuicbes a priori para os pardmetros desconhecidos e construir uma nova funcéo
denominada distribuicdo a posteriori, condicionada aos dados observados, e que
representa a inferéncia para esses paréametros [2]. Estimativas pontuais (por

exemplo, a média, que € utilizada neste processo) sao extraidas diretamente da
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distribuicao posteriori (para maiores detalhes sobre inferéncia bayesiana ver [6] e
[9]).
Aplicacéo

Fez-se um estudo simulado efetuado em duas etapas: (1) geracdo de uma
amostra simulada dos resultados de 50 testes com dez itens, para os quais 0s
parametros a, b e ¢ eram conhecidos, assim como eram conhecidas as habilidades
(8) dos 50 individuos; (2) estimacdo bayesiana das habilidades a partir dos
resultados dos testes, utilizando o algoritmo MCMC. Cada uma das etapas foi

efetuada conforme segue.

1) Geracdo dos dados simulados: inicialmente fixaram-se os valores dos
parametros a, b e ¢ para dez questoes. Conforme a FIGURA 2,

Figura 2 Tabela de composicdo dos pardmetros dos itens conhecidos e da distribuicdo das questbes

Observando essa composicao mostrada na FIGURA 2, verifica-se que ha
questbes de pouca, média e alta discriminacao (a) e baixa, média e alta dificuldade
(b) com c=0.2.

Apods, as habilidades de 50 individuos foram sorteados de uma distribuicao
normal, com média zero e desvio padrdo um, N(0,1). Essas habilidades “reais” foram
armazenadas para futura comparacao conforme descrito mais abaixo. A distribuicéo
das 50 habilidades esté ilustrada no histograma das habilidades (FIGURA 3).

Para todo individuo j, os resultados dos testes foram simulados para a questéao
i conforme segue:

- Calcular p;=P(U;=116) através do modelo ML3;

- Gerar valores 0 ou 1 de Uj a partir de uma distribuicdo Bernoulli (pj).
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Esses resultados, consistindo de 50 vetores de comprimento dez, constituidos
de valores 1 (acerto) e 0 (erro) foram armazenados para servirem de base para a

estimacédo das habilidades dos individuos.

habilidades reais

20
|

15

frequéncia
10

habilidade

Figura 3 Histograma das habilidades reais dos individuos

2) Estimacao das habilidades:

A partir dos resultados dos testes, estimou-se 6; obtendo sua distribuicdo
posterior atravées do MCMC, implementando o OpenBUGS via R e usando as
bibliotecas R2WinBUGS [11] e BRUGS [12].

Quando é usado um algoritmo do tipo MCMC, os valores das iterag¢des iniciais
(burn in) sado descartados por ndo ser considerada ainda uma amostra da
distribuicdo estacionaria da cadeia [8]. Para as estimativas bayesianas, adotou-se
para o parametro 6, apenas uma das cadeias com 100000 itera¢cdes, num periodo
de burn in de 50000 iteracbes e um salto thin igual a 5 entre iteracdes, para

assegurar convergéncia e remover a influéncia dos valores iniciais, considerando
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assim, uma amostra de tamanho 10000 da distribuicdo a posteriori (para maiores

detalhes do método ver [6] e [9]).

RESULTADOS E DISCUSSOES

Através dessa simulacao, obtiveram-se os resultados dispostos na FIGURA 4,
onde tridngulos (A) representam os valores reais das habilidades e os circulos (o)
representam os valores estimados das habilidades de cada individuo. Esses valores
séo os estimadores de Bayes, sob perda quadratica e denotam as médias das

respectivas distribuicées posteriores para as habilidades.

estimadores

1:50

Figura 4 Resultado da simulacéo

Uma forma de avaliar a qualidade das estimativas é através dos intervalos de
credibilidade. Este intervalo de credibilidade de 95%, também representado na
FIGURA 4, cobre os valores das habilidades que totalizam os 95% mais provaveis a
posteriori e constituem uma medida de incerteza associada a estimativa. Pode ser
interpretado como a regido dos 95% de valores mais provaveis para a habilidade 6.

Na particular simulacao apresentada na FIGURA 4, o intervalo de credibilidade

ndo conseguiu cobrir corretamente a habilidade em apenas um valor dentre os 50
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individuos (individuo 22), que nesse caso, demonstrou habilidade inferior a
estimativa. Houveram simulacées, n&do mostradas aqui, com nenhum erro e com
dois erros, ou seja, com estimativas fora do intervalo de 95%.

Para que se consiga fazer uma interpretacdo das habilidades de cada
individuo, isto é, uma avaliacdo pedagogica do seu conhecimento, capacidades, etc,
€ preciso que sejam inseridos itens ancoras no teste. Estes itens sdo especificos
para diagnosticar quais s&o essas habilidades desenvolvidas dos individuos sujeitos
ao teste.

A partir da ferramenta de simulacdo descrita neste artigo, pretende-se
futuramente efetuar estudos da influéncia da composicao de itens na qualidade da
inferéncia. O efeito do numero de questdes também pode ser explorado. Isto podera

servir para melhorar as estimativas das habilidades dos individuos.

CONCLUSOES

A simulacdo de testes e a inferéncia bayesiana de habilidades &€ uma
ferramenta Gtil no processo de estimacéo desses parametros, podendo ser utilizada
para avaliar como os parametros a, b e ¢, influenciam na qualidade das estimativas.

Este novo método de avaliagdo, uma vez bem compreendido e aplicado,
podera auxiliar os professores na elaboracdo de instrumentos mais efetivos para
avaliar as habilidades de seus alunos, buscando metodologias e estratégias
adequadas para suprir as dificuldades apresentadas pelos alunos com diferentes
habilidades.
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