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Resumo 

 

Este trabalho trata da solução de um problema inverso de condução de calor visando estimar a variação temporal 

de condutância térmica de contato, num problema unidimensional em um material de duas camadas termicamente 

finas, aquecidas por meio de um fluxo de calor aplicado na superfície superior e exposto a convecção térmica na 

superfície inferior. Para a formulação do problema direto, considerando placas termicamente finas, foi utilizado o 

método Classic Lumped. Esta formulação reduz o problema original em duas equações diferenciais ordinárias 

acopladas, possibilitando diminuir o custo computacional necessário para solucionar o problema direto associado, 

que foi resolvido utilizando a função NDSolve, intrínseca do software Mathematica. Para a solução do problema 

inverso, foi utilizado o método Monte Carlo via Cadeias de Markov, dentro de uma abordagem Bayesiana, aplicando 

o algoritmo Metropolis-Hastings. O método foi analisado a partir de medidas simuladas de temperatura e se mostrou 

capaz para estimar uma função temporal da condutância térmica de contato. Esta metodologia permite levar em 

conta as incertezas associadas aos parâmetros presentes nos modelos, bem como, àquelas associadas com a 

estimativa da condutância térmica variando com o tempo, o que não é observado nos métodos voltados para 

estimativa temporal da condutância térmica de contato encontrados atualmente na literatura. 
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Abstract 

 

This work deals with the solution of an inverse heat conduction problem to estimate a time-varying thermal contact 

conductance, in a one-dimensional problem in a composite medium with two thermally thin layers which is heated 

by a heat flux applied to the upper surface and exposed thermal convection on the bottom surface. The Classic 

Lumped method was applied to the direct problem mathematical formulation, considering thermally thin plates. 

This formulation reduces the original problem into two coupled ordinary differential equations, reducing the 

computational cost needed to solve the associated direct problem, which is solved with the NDSolve function, 

intrinsic to the Mathematica software. The inverse problem was solved with the Markov Chain Monte Carlo method 

within a Bayesian approach, applying the classic Metropolis-Hastings algorithm. The method was analyzed from 

simulated temperature measurements and proved to be capable of estimating a temporal function of the contact 

thermal conductance. This methodology allows taking into account the uncertainties associated with the 

parameters present in the models, as well as those associated with the estimation of thermal conductance varying 

with time, which is not observed in the methods aimed at temporal estimation of the contact thermal conductance 

currently found in the literature. 

 

Keywords 

 

Thermal contact conductance    Markov Chain Monte Carlo Method    Classic Lumped 

 

1 Introdução 
 

O estudo da transferência de calor em meios compostos multicamada tem crescido nesta última década, em especial 

devido ao grande número de aplicações em diversas áreas de engenharia, matemática e indústria em geral [1-6]. Por 

meios compostos multicamada pode-se considerar, por exemplo, materiais compósitos laminados, juntas coladas 

de tubulações, paredes compostas envolvendo isolamentos térmicos, junção entre componentes eletrônicos e 

trocadores de calor como em processadores etc. Desta forma, se beneficiam dos avanços tecnológicos e de pesquisa 

voltados para a transferência de calor em meios multicamada as indústrias de materiais, de engenharia automotiva, 

de engenharia aeroespacial, de equipamentos eletrônicos, entre outras. O conhecimento relacionado com a 

qualidade do contato térmico na interface de meios compostos tem influência direta, por exemplo, na qualidade do 

resfriamento de componentes eletrônicos [2], na determinação de falhas de interface na junção de materiais 

compósitos laminados ou materiais colados [3, 5, 7] etc. 

 Uma análise quantitativa sobre a qualidade do contato entre camadas pode ser realizada por meio de 

transferência de calor por meio da definição de uma quantidade denominada como condutância térmica de contato, 

ou sua inversa, denominada resistência térmica de contato. Este parâmetro aparece tipicamente nos modelos 

clássicos envolvendo transferência de calor em meios constituídos por mais de uma camada. Valores de condutância 

térmica de contato tendendo a zero indicam falha de contato na interface e valores de condutância térmica de 

contato tendendo a infinito indicam contato térmico perfeito [3].  

 Fatores como a rugosidade da superfície de contato dos materiais unidos e pressão aplicada às superfícies externa 

e interna do meio composto influenciam diretamente no valor desta propriedade. Desta forma, meios compostos 

que sofrem variação da pressão aplicada às suas superfícies durante sua aplicação prática podem apresentar 

variação temporal da condutância térmica de contato [1, 8, 9]. Por exemplo, tubulações feitas de material compósito, 

unidas com adesivo epóxi, que sejam submetidas a variações de pressão quando submersas [1, 4, 8-10].  

 A condutância térmica de contato em si é um tema de pesquisa em transferência de calor por condução que vem 

sendo estudado ao longo de muitos anos e que permanece sendo um tema desafiador. Muitos trabalhos, 

especialmente nesta última década, se dedicaram na proposta de metodologias experimentais de condutância 

térmica de contato [11-14], em aplicações e na sua identificação envolvendo a solução de problemas inversos, que 



Estimativa da Variação Temporal de Condutância Térmica de Contato Watanabe et al. 

 

 Vetor, Rio Grande, vol. 32, no. 2, pp. 21–36, 2022  23

tipicamente são resolvidos por meio de abordagens analíticas e Bayesianas. Os primeiros, tem sua solução obtida 

por meio de métodos que não envolvem uma análise sob incerteza das estimativas e dos demais parâmetros 

presentes nos modelos utilizados, como métodos envolvendo gradiente conjugado ou funcionais de reciprocidade 

[2, 15-24]. Entre as abordagens envolvendo técnicas Bayesianas [3, 7, 25], que permitem análise sob incerteza, foram 

consideradas estimativas e análises apenas em funções com variação espacial da condutância térmica de contato. 

 Uma vantagem de uma metodologia baseada no método de Monte Carlo via Cadeias de Markov consiste em 

possibilitar de forma robusta a regularização, mesmo quando muitos parâmetros são considerados e quando as 

funções estimadas tem descontinuidades [25-27]. Metodologias puramente analíticas ou baseadas em métodos de 

otimização estocástica ou determinística, tipicamente têm grande dificuldade na recuperação das descontinuidades 

(mesmo com abordagens mais recentes [20, 21, 26]). Metodologias baseadas em métodos de otimização estocástica, 

em geral, ainda mostram ter dificuldade na obtenção de soluções acuradas quando há um número alto de 

parâmetros a serem estimados (neste trabalho entre 30 e 50) e o custo computacional para este problema tratado 

via métodos estocásticos podem ser inclusive superiores ao método MCMC e além de fornecerem resultados menos 

acurados na região de descontinuidade [28, 29]. Outra vantagem dos métodos MCMC consiste em serem obtidas 

estimativas que não são apenas pontais do parâmetro ou da função estimada, mas são amostras de uma distribuição 

de probabilidade a posteriori. Desta forma, pode-se realizar estatísticas sobre as estimativas, possibilitando de forma 

natural uma análise sob incerteza dos parâmetros do modelo e da função estimada [26]. 

 Portanto, neste trabalho será aplicado o método de Monte Carlo via Cadeias de Markov, com o objetivo de 

estimar a variação temporal da condutância térmica de contato [25, 27, 29, 30]. Esta metodologia permite levar em 

conta de forma natural as incertezas associadas aos parâmetros presentes nos modelos e ainda, àquelas associadas 

com a estimativa da condutância térmica variando com o tempo, o que não é observado nos métodos encontrados 

atualmente na literatura, que quando incluem análise sob incerteza são voltados apenas para estimativa espacial da 

condutância [26, 29]. Considerou-se um problema transiente e unidimensional de transferência de calor em um 

material constituído por duas camadas termicamente finas, modelado matematicamente por uma abordagem de 

parâmetros concentrados, denominada também como Classic Lumped [8, 31]. 

  

2 Problema Físico-Matemático 
 

Considera-se neste trabalho um problema físico unidimensional e transiente de transferência de calor num meio 

composto por duas camadas (ver Fig. 1). Um fluxo de calor, 𝑞 , é aplicado na superfície superior enquanto a 

superfície inferior troca calor por convecção térmica com o ambiente a uma temperatura 𝑇 . Na interface entre as 

camadas, na posição 𝑧 = 𝐿 , é considerada a existência da condutância térmica de contato ℎ (𝑡) dependente do 

tempo [1, 3, 7-9, 31].  Detalhes sobre a formulação matemática para este problema, descrita nas Eqs. (1) a (7), podem 

ser obtidos na literatura [1, 3, 7-9, 31]. Destaca-se, que as denominadas condições de interface (Eqs. (4) e (5) são 

obtidas por meio de um balanço de energia na posição que corresponde a uma superfície de interface entre os dois 

domínios (em 𝑧 = 𝐿 ) [8]. A condutância térmica de contato, que corresponde a inversa da chamada resistência 

térmica de contato, modela a qualidade do contato entre as camadas [2, 8, 9]. Desta forma, valores altos de 

condutância térmica de contato significam contato térmico perfeito e, neste caso, as temperaturas das duas camadas 

tendem a ser iguais na interface. Por outro lado, valores baixos correspondem a contato térmico imperfeito ou falta 

de contato entre as camadas [1-3, 7-9, 31]. 
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Figura 1: Esquema físico de um meio compósito de duas camadas. 

 

Considerando um meio compósito com duas camadas, cujas espessuras são 𝐿 e 𝐿 , a equação do calor 

unidimensional transiente é dada por [8, 9]: 

 

( )
=

( )
  ,                                 0 < 𝑧 < 𝐿   e  𝑡 > 0 (1) 

 

( )
=

( )
 ,                       𝐿 < 𝑧 < 𝐿 + 𝐿   e  𝑡 > 0 (2) 

 

juntamente com as seguintes condições de contorno e de interface: 

 

−𝑘
( )

+ ℎ 𝑇 (𝑧, 𝑡) = ℎ 𝑇 ,             𝑧 = 0 e 𝑡 > 0 (3) 

  

𝑘
( )

= ℎ (𝑡)[𝑇 (𝑧, 𝑡) − 𝑇 (𝑧, 𝑡)],        𝑧 = 𝐿  e 𝑡 > 0 (4) 

  

𝑘
( )

= 𝑘
( )

,                    𝑧 = 𝐿  e 𝑡 > 0 (5) 

  

𝑘
( )

= 𝑞(𝑡),                      𝑧 = 𝐿 + 𝐿  e 𝑡 > 0 (6) 

e ainda considerando as condições iniciais como: 

 

𝑇 (𝑧, 𝑡) = 𝑇 (𝑧, 𝑡) = 𝑇 ,         0 < 𝑧 < 𝐿 + 𝐿  e  𝑡 = 0 

(7) 
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 A formulação matemática Classic Lumped permite que o modelo matemático descrito pelas Eqs. (1) a (7) seja 

reescrito na forma de um sistema acoplado de equações diferenciais ordinárias, consequentemente reduzindo o 

custo computacional [8, 9, 31]. No uso do Classic Lumped assume-se que o gradiente espacial de temperatura pode 

ser desprezado. Assim, é considerada uma temperatura média em cada domínio do problema, correspondente a 

cada material. Esta formulação é adequada em materiais termicamente finos [8, 9, 31], ou seja, quando o número 

de Biot associado é menor que 0,1. Assim, considerando propriedades térmicas constantes e supondo que as placas 

que compõem o meio compósito sejam suficientemente finas, o problema pode ser escrito em termos do campo de 

temperatura média transversal, definida para cada placa como [31]: 

 

𝑇 (𝑡) = ∫ 𝑇 (𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧, 

 

(8) 

  

𝑇 (𝑡) = ∫ 𝑇 (𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧. (9) 

 

Aplicando os operadores descritos em (8) e (9) e assumindo que 𝑇 (𝑧 = 0, 𝑡) = 𝑇 (𝑡) e 𝑇 (𝑧 = 𝐿 + 𝐿 , 𝑡) = 𝑇 (𝑡), 

obtêm-se [31]: 

 

1

𝛼

𝑑𝑇 (𝑡)

𝑑𝑡
=

1

𝐿

ℎ (𝑡) 𝑇 (𝑡) − 𝑇 (𝑡)

𝑘
−

1

𝐿

ℎ 𝑇 (𝑡) − 𝑇

𝑘
, para 𝑡 > 0   (10) 

 

1

𝛼

𝑑𝑇 (𝑡)

𝑑𝑡
=

1

𝐿

𝑞(𝑡)

𝑘
−

1

𝐿

ℎ (𝑡) 𝑇 (𝑡) − 𝑇 (𝑡)

𝑘
, para 𝑡 > 0 (11) 

 

 𝑇 (𝑡) = 𝑇 (𝑡) = 𝑇 ,         para 𝑡 = 0 (12) 

 

 O modelo matemático descrito pelas equações parciais (1) a (7), será denominado neste trabalho como modelo 

completo enquanto as equações diferenciais ordinárias (10) a (12), constituem um modelo que neste trabalho será 

denominado como modelo reduzido e podem ser aplicados para modelar eficientemente o problema descrito pelas 

equações (1) a (7), apenas quando as camadas são ditas termicamente finas [31, 32]. A modelagem via formulação 

Classic Lumped tem ampla aplicação prática, uma vez que o modelo resultante fornece soluções acuradas para 

muitos problemas práticos, por este motivo escolheu-se esta formulação neste trabalho com o objetivo de analisar a 

estimativa da variação temporal da condutância térmica de contato. Denomina-se problema direto quando todos os 

parâmetros existentes num modelo são conhecidos e por meio da solução das equações diferenciais associadas 

determina-se o campo de temperaturas para os meios 1 e 2 que constituem o meio compósito[26]. O problema direto 

neste trabalho, dado pelas equações diferenciais ordinárias (10) a (12), foi solucionado pela rotina NDSolve, 

intrínseca da plataforma Mathematica. A rotina NDSolve resolve sistemas PDEs sob controle de erros absolutos e 

relativos e possibilita a escolha automática de método e de malha, dando as metas de precisão e acurácia como 

dados de entrada. O problema completo (1) a (7), foi solucionado por meio da rotina NDSolve optando-se pelo 

método de linhas baseado em diferenças finitas de ordem variável e tamanho de passo variável. Foi definido o 

parâmetro MaxStepSize, que especifica o tamanho máximo de um único passo de 10 . Para o modelo reduzido a 

rotina NDSolve também foi utilizada, mas neste caso, optou-se por fixar na rotina o uso do método de Runge-Kutta 

de quarta ordem e tamanho máximo de um único passo de 10 . 
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2.1  Problema inverso 

 

Em muitas áreas do conhecimento, em especial na engenharia, é de grande importância caracterizar sistemas ou 

fenômenos. Entretanto, em muitas situações, determinadas características ou quantidades de interesse não podem 

ser medidas diretamente. Desta forma, segundo a literatura [26, 27, 29, 33-37], os denominados problemas inversos 

tratam do uso de medições disponíveis (que em problemas de condução de calor tipicamente são medições de 

temperatura, intensidade de radiação ou de fluxo de calor) para determinar as quantidades desconhecidas de 

interesse (que podem ser propriedades térmicas, geometria, condições de contorno e iniciais, etc). Os problemas 

inversos, portanto, tratam da medição indireta de parâmetros ou funções que aparecem nas equações diferenciais 

que modelam estes sistemas ou fenômenos de interesse e cuja medição não pode ser realizada diretamente ou 

quando sua medição direta é difícil [26, 29, 33, 34, 37]. Em poucas palavras, podem ser definidos como sendo a 

determinação das causas dados os efeitos, e tem características particulares que tornam desafiadora a sua solução, 

como o fato de serem problemas classificados como mal postos [26, 29, 34-40]. Há diferentes definições e 

classificações, dependendo da área do conhecimento, e podem ser aplicados em inúmeros problemas práticos. Para 

mais detalhes sobre problemas inversos, sugere-se uma consulta na literatura sobre este tema [26, 29, 33, 34, 37, 39, 

40]. Neste trabalho, pretende-se estimar a condutância térmica de contato que é um parâmetro presente na interface 

entre dois meios por meio de medições não intrusivas tomadas em uma das superfícies.  

 As medições de condutância térmica de contato tipicamente se fazem indiretamente por medidas de 

temperatura que geralmente são intrusivas, colocando-se sensores térmicos (por exemplo, termopares) 

internamente nos domínios e próximos da posição de interface [1, 2, 12]. Neste trabalho, entretanto, a solução do 

problema inverso é obtida via medições não intrusivas realizadas apenas na superfície superior onde um fluxo de 

calor é aplicado. Esta abordagem vem sendo tema recente de estudo por muitos grupos de pesquisa envolvendo 

principalmente abordagens Bayesianas, analíticas, via métodos via funcionais de reciprocidade ou abordagens via 

método de gradiente conjugado [2, 5, 11, 12, 16, 20]. O presente trabalho trata de uma abordagem Bayesiana, onde 

a estimativa é realizada por meio de inferência estatística, e a solução do problema inverso é realizada a partir da 

denominada densidade de probabilidade posteriori, que é o modelo para a distribuição de probabilidade condicional 

dos parâmetros desconhecidos dadas as medidas, desta forma obtendo amostras aproximadas de uma distribuição 

da distribuição de densidade a posteriori [3, 7, 25]. Esta abordagem é especialmente interessante pois pode levar em 

conta de forma natural todas as incertezas presentes nos parâmetros e funções [26, 29, 32].  Para a solucionar o 

problema inverso nesta abordagem foi aplicado o método MCMC implementado por meio do algoritmo de 

Metropolis-Hastings [26, 27, 29, 30, 41-43]. O foco principal esteve em estimar a variação temporal da condutância 

térmica de contado via inferência Bayesiana, o que ainda não foi foco de pesquisa nos trabalhos encontrados na 

literatura para este problema nestas abordagens.  

 Na abordagem Bayesiana, toda informação previamente disponível sobre os parâmetros é modelada na forma 

de uma densidade de probabilidade a priori, 𝜋(𝑷), que é combinada com as informações fornecidas pelas medidas 

experimentais de temperatura, que são modeladas por meio da função de verossimilhança, 𝜋(𝒀|𝑷), a fim de obter 

a densidade de probabilidade a posteriori dos parâmetros, 𝜋(𝑷|𝒀), usando o teorema de Bayes que pode ser definido 

como [26, 27, 41]: 

 

𝜋(𝑷|𝒀 ) =
𝜋(𝒀 |𝑷)𝜋(𝑷)

𝜋(𝒀)
 (13) 

 

onde 𝜋(𝒀) é a densidade de probabilidade marginal das medições, que é uma constante de normalização.  

 Assumindo que os erros de medição são aditivos, independentes dos parâmetros e podem ser modelados como 

variáveis aleatórias gaussianas, com média zero, matriz de covariância conhecida 𝑾, a função de verossimilhança 

pode ser escrita como: 
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     𝜋(𝒀|𝑷) = 2𝜋  |𝑾| exp −
1

2
𝒀 − 𝑻(𝑷)  𝑾 (𝒀 − 𝑻(𝑷))  (14) 

 

onde 𝐷 é o número total de medidas, e 𝑻(𝑷) é a solução do problema direto associado ao modelo (Eqs. (10) a (12)) 

reduzido a partir de um vetor de parâmetros 𝑷, que neste trabalho é definido como a função temporal discretizada 

em um total de 𝑁  intervalos discretos Δ𝑡  da condutância térmica de contato, ℎ (𝑡) . Desta forma, o vetor de 

parâmetros é definido como 𝑷 = 𝑃 , 𝑃 , 𝑃 , … , 𝑃 , 𝑃 . O algoritmo clássico utilizado, Metropolis-Hastings, pode 

ser descrito nas seguintes etapas [26, 27, 41-43]:  

1. Faça 𝑚 = 1 e inicie a cadeia de Markov com o estado inicial 𝑷 . 

2. Gere um ponto candidato 𝑷∗ de uma distribuição proposta 𝑝 𝑷 ||𝑷( ) .  

3. Calcule a probabilidade da denominada razão de Hastings 𝑅 𝑷 |𝑷( )  com  

 

𝑅 𝑷 |𝑷( ) = min 1,
𝜋 (𝑷 )𝑝 𝑷( )||𝑷

𝜋 (𝑷( ))𝑝 𝑷 ||𝑷( )
 

 

(15) 

4. Gere um valor aleatório 𝑈~𝑈(0,1), que é distribuído uniformemente entre (0, 1). 

5. Se  𝑈 ≤  𝑅 𝑷 |𝑷( ) , então 𝑷 = 𝑷 . Senão, 𝑷 = 𝑷 . 

6. Faça 𝑚 = 𝑚 + 1 e retorne a etapa 2 para gerar a sequência {𝑷 , 𝑷 , … , 𝑷( )}.  

 No presente trabalho foram utilizadas duas informações a priori distintas, a primeira considera que há 

informação disponível sobre a condutância térmica de contato, portanto é utilizada uma priori gaussiana. Esta 

informação a priori pode ser escrita na forma:  

 

𝜋(𝑷) = (2𝜋) |𝑽| 𝑒𝑥𝑝 −
1

2
𝑷 − 𝝁 𝑽 𝑷 − 𝝁  (16) 

 

onde 𝑁 é o número de parâmetros discretos que compõem o vetor 𝑷,  𝑽 é a matriz de covariância dos parâmetros e 

𝝁 é o conhecimento prévio disponível para 𝑷. Uma segunda informação a priori, não informativa, na forma de 

variação total é aplicada. Esta informação a priori pode ser escrita como: 

 

𝜋(𝑷) ∝ exp[−𝛾𝑇𝑉(𝑷)] (17) 

 

onde 

 

𝑇𝑉(𝑷) = 𝑉 (𝑷) 
(18) 

 

e  

𝑉 (𝑷) =
1

2
𝑙 ||𝑃 − 𝑃 || (19) 
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onde 𝑁 é o número de pontos discretos, ou seja, de pontos vizinhos, 𝛾 é um parâmetro de regularização e 𝑙  é o 

comprimento de borda, ou seja, a distância entre os pontos discretos vizinhos.  

  Considerou-se uma distribuição de proposta uniforme, numa abordagem random-walk [26], conforme a Eq. 

(20). 

 

𝑃 = 𝑃 + 𝑃  𝑤 (2𝑟 − 1) (20) 

 

onde 𝑟 é um número aleatório com distribuição uniforme, tal que 𝑟~𝑈(0,1) e 𝑤  é a máxima variação do parâmetro 

𝑃 , que é o valor discreto da condutância térmica de contato que pertence ao vetor de parâmetros 𝑷. 

 

3 Resultados e discussões 
 

Neste trabalho foi utilizado o software Wolfram Mathematica em um microcomputador com processador i7-8750H 

e 8GB de memória RAM. O objetivo principal esteve em aplicar o método MCMC (Markov Chain Monte Carlo) na 

identificação de uma condutância térmica de contato, com variação temporal, num meio com duas camadas 

termicamente finas. Serão avaliadas situações onde a condutância térmica de contato pode variar bruscamente com 

o tempo, visando analisar a metodologia na estimativa de funções descontínuas desafiadoras do ponto de vista da 

solução de problemas inversos e ainda considerar funções típicas em aplicações envolvendo a identificação de falhas 

de interface de materiais. Nestas aplicações, há uma variação abrupta da condutância térmica de contato quando os 

materiais perdem o contato entre suas camadas e a identificação do momento no tempo em que isso ocorre pode 

ser realizada por meio da estimativa da função temporal da condutância térmica de contato. Esta aplicação tem por 

objetivo, por exemplo, avaliar a adesão de juntas coladas de tubulações quando sofrem variação da pressão externa, 

quando falhas de contato podem surgir devido à mudança na pressão, o que pode ocorrer por exemplo quando estas 

tubulações estão sendo submersas. A Eq. (21) descreve o perfil temporal da função da condutância térmica exata a 

ser analisada neste trabalho.  

 

ℎ (𝑡) =
1000 W m2°C⁄ , para 𝑡 < 𝑡 3⁄  e 𝑡 > 2𝑡 3⁄

0 W m2°C⁄ , para 𝑡 3⁄ < 𝑡 < 2𝑡 3⁄
 (21) 

 

 Os resultados apresentados foram obtidos por meio de medições simuladas de temperatura, geradas usando a 

solução do problema direto completo, dado pelas equações (1) a (7), assumindo na geração destas medições um 

perfil conhecido da variação temporal da condutância térmica de contato. Utilizou-se o modelo dito completo para 

evitar o chamado crime inverso, de tal forma que o modelo direto utilizado na geração de medições simuladas é 

diferente daquele utilizado na solução do problema inverso. Erros Gaussianos, não correlacionados, com média 

zero e desvio padrão constante, 𝜎 = 0,05°C , foram adicionados na solução do problema direto completo e as 

medições foram consideradas disponíveis apenas na superfície superior (numa aplicação voltada para uma 

tubulação seria equivalente a uma superfície externa), com aquisição de medições em intervalos de 1 s .  

 O desvio-padrão, assim como as características da função de verossimilhança adotada, foram consideradas 

assumindo que medições reais possam ser obtidas no futuro via câmeras termográficas. Estes equipamentos 

demonstraram em trabalhos anteriores dos autores e também outros, encontrados na literatura [25, 26, 44], que os 

erros em problemas similares ao tratado no presente trabalho tem distribuição Gaussiana, são não correlacionados, 

com média zero e desvio padrão constante e em torno ou menores do que 𝜎 = 0,05°C. Além disso, este nível de 

ruído foi também implementado em  trabalhos anteriores dos autores, e desta forma, manteve-se o mesmo nível de 

ruído para comparação com trabalhos envolvendo a estimativa puramente espacial da condutância térmica de 

contato [25]. A duração total do experimento simulado foi de 𝑡 = 600 s. Os demais parâmetros que aparecem nos 

modelos matemáticos são considerados deterministicamente conhecidos e estão descritos na Tabela 1. Destaca-se 

que para o modelo Classic Lumped é adequado apenas para números de Biot menores do que 0,1, o que pode ser 
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verificado pela tabela 1, uma vez que pela definição o número de Biot para o problema estudado é de 

aproximadamente 𝐵𝑖 = 0,003 [8, 31].  

 Foram consideradas duas camadas de igual espessura de aço AISI 1050, de tal forma que 𝐿 = 𝐿 . Os parâmetros 

considerados neste trabalho foram em sua maioria os mesmos reportados no caso 1, estudado por Colaço e Alves 

[16]. O custo computacional da solução do problema direto descrito pelo modelo reduzido é em torno de 0,1 s, o que 

é aproximadamente 10 vezes mais rápido do que a solução do problema direto completo. Uma vez que os métodos 

MCMC precisam executar o problema direto milhares de vezes até a convergência, este ganho de custo 

computacional é significativo. A função AbsoluteTiming, intrínseca do Mathematica, foi utilizada para o cálculo do 

tempo de CPU. 

 No primeiro caso estudado para o problema inverso, Caso 1, a condutância térmica de contato foi modelada e 

estimada como um vetor contendo seu valor em 𝑁 = 30 tempos discretos. A Fig. 2 mostra o perfil de condutância 

térmica de contato exato e a reconstrução utilizando medidas simuladas de temperatura via método MCMC, com 

priori gaussiana dada pela Eq. (16). 

 

Tabela 1: Parâmetros Físicos, considerando o trabalho de Colaço e Alves [16]. 

Parâmetro físico Símbolo Valor 

Difusividade térmica aço 1050 𝛼  e 𝛼  1,474 × 10  m2/s 

Condutividade térmica aço 1050 𝑘  e 𝑘  54 W/(m°C) 

Espessura da camada 1 e 2 𝐿  e 𝐿  0,01 m 

Temperatura ambiente 𝑇  23 °C 

Coeficiente de troca térmica ℎ  15 W/(m2°C) 

Fluxo de calor 𝑞(𝑡) 10000 (W/m²) 

 

 Na Fig. 3a, mostra-se a convergência das cadeias de Markov em dois instantes de tempo para este mesmo caso e 

na Fig 3b o histograma construído com os 40000 últimos estados da cadeia de Markov para um no tempo 220s, que 

correspondem a estados onde a Cadeia de Markov considerada convergida, por inspeção gráfica, para a distribuição 

a posteriori [26, 27, 41]. Os primeiros 40000 estados da cadeia de Markov, antes que fosse atingido equilíbrio, foram 

descartados. Estes estados iniciais recebem tipicamente o nome de burn-in period e correspondem aos estados 

iniciais, onde as cadeias ainda não estão convergidas, em equilíbrio, e os dados obtidos ainda não correspondem a 

amostras da distribuição a posteriori [26, 27, 41]. A função exata ℎ (𝑡), mostrada na Fig. 2, foi acuradamente 

estimada mesmo para uma densidade de probabilidade a priori com distribuição gaussiana com média centrada 

num valor considerado de contato térmico perfeito. Considerou-se em todos os tempos discretizados, uma média 

da distribuição a priori de ℎ (𝑡) = 1000W/(m2°C), com desvio padrão de 10W/(m2°C). Este valor da média da priori 

foi também o estado inicial das cadeias de Markov para os resultados mostrados neste caso 1. Desta forma, assume-

se previamente que não há nenhuma falha e a informação a priori adotada, centrada num valor de contato perfeito, 

não indica previamente a posição onde pode haver falha de contato.  

 Combinando a informação a priori com a função de verossimilhança, por meio do teorema de Bayes, para este 

problema considerado nota-se que a estimativa da condutância de contato obtida é capaz de obter estimativas 

acuradas indicando a posição de falha. Para a solução apresentada o custo computacional do problema inverso, até 

serem completas as 80000 iterações do método MCMC, foi em torno de 2 horas. Podendo ser maior, dependendo do 

número de parâmetros estimado conforme será apresentado no caso 3. 
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Figura 2: Perfil exato e estimado da condutância térmica, para priori gaussiana centrada em 1000W/(m

2
°C) e 

estado inicial das cadeias de Markov em 1000W/(m
2
°C), com 30 pontos discretos na função a ser estimada. 

 

 

  
(a) (b) 

Figura 3: (a) Estados das cadeias de Markov para o Caso 1, mesmo da Fig. 2; (b) Histograma para o tempo  

𝑡 = 220 s para o Caso 1, mesmo da Fig. 2. 

 

 Um segundo caso foi considerado, Caso 2, assumindo agora uma priori de variação total (descrita pelas Eqs. (17) 

a (19)), que é uma distribuição a priori não informativa, do tipo Markov Randon Field, adequada quando espera-se 

que variações abruptas possam ocorrer na função a ser estimada [7, 26, 32]. Os resultados deste Caso 2 estão 

mostrados na Fig 4, Fig 5a e Fig 5b. O valor após a convergência, neste tipo de priori não informativa, também foi 

acurado e indica boa estimativa da condutância térmica neste caso. Para estes resultados, considerou-se um valor 

do parâmetro de regularização gama obtido após intensivos testes numéricos, 𝛾 = 0,001. 
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Figura 4: Perfil exato e estimado da condutância térmica, para priori de variação total, com estado inicial das 

cadeias de Markov em 1000W/(m2°C) e 30 pontos discretos na função a ser estimada. 

 

  
(a) (b) 

Figura 5: (a) Estados das cadeias de Markov para o Caso 2, mesmo da Fig. 4; (b) Histograma para o tempo  

𝑡 = 220 s para o Caso 2, mesmo da Fig. 4. 

 

 Num terceiro caso a ser analisado, considera-se que a condutância térmica de contato seja modelada e estimada 

como um vetor contendo seu valor em 𝑁 = 50 tempos discretos. A Fig. 6 mostra o perfil de condutância térmica de 

contato exato e a reconstrução utilizando medidas simuladas de temperatura via método MCMC, uma priori de 

variação total dada pela Eq. (16). 

 

  
(a) (b) 

Figura 6: (a) Perfil exato e estimado da condutância térmica, para priori gaussiana centrada em 1000W/(m2°C) e 

estado inicial das cadeias de Markov em 1000W/(m2°C), com 50 pontos discretos na função a ser estimada.  

(b) Resíduos, calculados pela diferença entre temperaturas medidas e as temperaturas. 
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(a) (b) 

Figura 7: (a) Estados das cadeias de Markov para o Caso 1, mesmo da Fig. 2; (b) Histograma para o tempo  

𝑡 = 216 s. 

 

 No terceiro caso, devido ao carácter mal posto do problema inverso, a solução do problema se tornou mais difícil 

de regularizar na medida em que um maior número de parâmetros (pontos discretos da função a ser estimada) foi 

adotado. Além disso, o número de parâmetros que permite a estimativa da função depende da sensibilidade da 

função em relação às medições e aos níveis de ruído de medição impostos. Assim, boas estimativas são mais difíceis 

de serem obtidas na medida em que se aumenta o número de parâmetros. Trabalhos anteriores do autor e de outros 

autores já exploraram estas questões com mais detalhes [7, 25, 26]. Visando possibilitar uma comparação das 

estimativas obtidas nos três casos estudados, calculou-se o erro RMS entre a condutância térmica de contato exata 

e estimada e o erro o erro RMS da estimativa de temperaturas em relação aos dados experimentais medidos. Estes 

erros RMS são definidos como: 

 

𝑅𝑀𝑆 =
1

𝑁
[ℎ (𝑡 ) − 𝑃 ]   (22) 

 

𝑅𝑀𝑆 =
1

𝐷
𝑌 − 𝑇(𝑷)   

 

(23) 

 

Tabela 2: Erro médio quadrático para condutância térmica de contato e para temperaturas. 

 Caso 1 Caso 2 Caso3 

𝑅𝑀𝑆 [W (m⁄ °C)] 13,22 11,50 106,01 

𝑅𝑀𝑆 [°C] 0,062 0,055 0,083 

 

 A Tabela 2 mostra o erro médio quadrático para os três casos estudados. Nos casos estudados, pode-se notar que 

para um mesmo número de parâmetros a ser estimado, 30 parâmetros nos casos 1 e 2, a priori não informativa total 

variation teve desempenho similar às estimativas obtidas com uma priori gaussiana centrada num valor de contato 

perfeito e com um desvio padrão que pode ser considerado vago, de 10 W (m⁄ °C). Nesta Tabela 2, pode-se confirmar 

que um maior número de parâmetros a serem estimados faz com que o erro médio quadrático seja ampliado, dado 

o aumento do carácter mal posto do problema inverso [26]. 
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4 Conclusão 
 

Neste trabalho foram aplicados a formulação de Classic Lumped e o método MCMC para resolução do problema 

inverso de estimativa da variação temporal da condutância térmica de contato. O método demonstrou desempenho 

satisfatório na identificação de uma função descontínua e mostra-se promissor em aplicações para identificação de 

falhas na interface de meios compostos quando há variação temporal da qualidade da adesão entre duas camadas. 

Espera-se que os resultados obtidos neste trabalho sejam ampliados para casos tridimensionais e com camadas mais 

espessas, envolvendo inferência Bayesiana na identificação da variação temporal e espacial da condutância térmica 

de contato. Os resultados obtidos mostraram, particularmente, que mesmo nas posições de descontinuidade da 

função testada o método se manteve acurado e captou adequadamente a variação abrupta, o que é bastante 

desafiador neste tipo de problema inverso envolvendo um meio multicamada.  

 Observou-se ainda que o método Classic Lumped é adequado, nos materiais particulares estudados, para modelar 

e estimar a condutância térmica de contato, dado que na geração de medições simuladas utilizou-se um modelo 

completo onde existe variação espacial das temperaturas em cada camada. 
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